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Jadro polygonalni oblasti
(kernel of a plane polygon)

Anotace

Nasledujici referat vysvétluje pojem jadro polygonalni oblasti (jadro polygonu) a popisuje
zakladni algoritmus na jeho nalezeni. Ten spociva v priiniku polorovin tvofenych z hran
ptvodniho polygonu. Déle detailné€ popisuje algoritmus, ktery konstruuje jadro v ¢ase O(n),
coz je velmi vyhodné pti hromadném zpracovani.

Definice pouzitych terminu

hrana edge e

vrchol vertex v

polorovina half-plane H

mnohouhelnik polygon P

jadro kernel K
Rotace:

ve smeru hodinovych ruci¢ek clockwise /\'

protisméru hodinovych rucicek counterclockwise

Polygon s neprazdnym jadrem budeme oznacovat hvézdicovity polygon (star-shaped , star
polygon).

Terminologie vrcholu

Vrchol vy je konvexni (vypoukly, convex), je-li jeho vnitini thel < 180 stupiiti. Naproti tomu
vrchol vy je konkévni (introspektivni, zaméteny zpét, reflex), je-1i jeho vnitini thel > 180

stupiiti.

Vrcholy jsou vyznaceny na nasledujicim obrazku.
Vo
Vi

Obr. 1: Ptiklad polygonu s konvexnim (vo) a konkdvnim (v;) vrcholem



Problém

Maiame polygon s N vrcholy v roving, zkonstruujeme jeho jadro (angl. Kernel)

Presna specifikace problému

Jadro polygonu je mnozina bodii odkud jsou vSechny body polygonu pfimo viditelné, aniz by
vyhled kfizila kterakoliv hrana, viz néasledujici obrazek.

Obr. 2: Vyznaceni jadra polygonu K a jeho konstrukce priinikem polorovin

Pro nas algoritmus je ale vhodné;jsi nasledujici definice:

Jadro je prinik N polorovin. Kazda hrana polygonu P urcuje polorovinu, ve které jadro musi
lezet. Poloroviny jsou dvé, my uvazujeme levou, postupujeme-li proti sméru hodinovych
rucicek.

Pouziti
Algoritmus se da pouzit naptiklad na zjisténi, zda je polygon hvézdicovity ¢i na vhodnou
polohu umisténi v§esmérového vysilace, ktery musi lezet v jadru, aby pokryl celou oblast.

Zakladni algoritmus:

Pouzijeme-li priinik vSech polorovin, uvazujeme v kazdém kroku ¢astecné zkonstruované
jadro. Casova slozitost je v tomto piipadé O(N.log N).

Popis postupu algoritmu

Algoritmus v poradi prochéazi vrcholy P a konstruuje konvexni polygony K. Kazdy z téchto
polygont muze i nemusi byt ohraniceny.

Polygon K+, je tvofen prinikem H, n=0..i+1, a i=0..N-2 (N je pocet vrcholt/hran pocatecniho
polygonu).

Takto zkonstruované K; je spole¢ny prinik polorovin lezicich vlevo od hran P.

Tento vysledek méa ziejmé disledky:



1) Kx.=K(P) tj. aplikujeme prinik na poloroviny ziskané ze vSech hran zadaného
polygonu
2) K, je nadmnozinou K; tj. Kis; = K; "and" H;

Vstup
Uspotradané vrcholy (hrany) - e; nasledované v;
N=7
Vs e Vs
e
g ° V4
Vo
€4
€
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Vi
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€>
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Obr. 3: Oznaceni vrcholl a hran pro polygon se 7 uzly

Vystup
Kdyz bude K(P) neprazdny, pak vystup bude také ve forme posloupnosti vrcholl a hran.

Trivialni pripad

N < 3: neni polygon
N = 3: jadro je totozné s polygonem



Uvodni krok

Obr. 4: Provedeni tivodniho kroku, zkonstruovani K; z priniku polorovin definovanych
hranou e a e,

Nalezeni konkavniho vrcholu a vygenerovéani vychoziho neuzavieného jadra K. Neni-li
vrchol nalezen, pak polygon P je konvexni, jednd se o trividlni ptipad - jadro je totozné s
polygonem K(P)=P. Tudiz ptipustime, Ze v, je konkavni vrchol.

Urceni F, jako bod v nekone¢nu na piimce e, ve sméru v, a L; obdobné na ptimce e, ve sméru
Vo.

Shrnuti:

K =vysec e; vo €

F] = €1 Vo

L 1— €0 Vo

Pozn. F a L se pouzivaji jako pomocné vrcholy pro rychlejsi prechod od K; do K.

Hlavni krok

Mame-li K, pak zhotovime K tak, Ze zpracujeme dal$i vrchol v potadi (v;) a spocteme Ki;.
Déle upravime F; a L; tak, Ze spojnice s aktudlnim bodem v; polygonu neprotina zadné jeho
hany. F; a L;jsou te¢né vrcholy k pfimce obsahujici vi. V ptipad¢ vice téchto bodt volime
vzdélenéjsi od vi.



Obr. 5: Podminka pozice bodii F a L v hranici jadra K

Ptredpoklad: vrcholy K jsou uspofadany po sob¢ proti smeru hod. rucicek, pak rozlisSime
n€kolik ptipadd, kde se F; nachézi
1) Vrchol je konkdvni
1.1) F; lezi na nebo vpravo od ei:; Vi
Prochazime K proti sméru hodinovych rucicek od F dokud nenalezneme prtisecik (w)
S €it1 Vir, dojdeme-li az k L, pal je K(P)=0@.
Prochazime K po sméru hodinovych rucic¢ek od F dokud nenalezneme priisecik (w-) s
€i+1 Vis1, ofizneme K podle hrany w; wy.
F: Je na konci hrany w; w
L: Prochazime K proti sméru hodinovych rucicek od L dokud nenajdeme vrchol w,
takovy, ze nasledujici vrchol leZi vpravo od vi.i(viiiw), pak Lii=w jinak zlstava rovno
ptedchozimu Li.

Obr. 1.1: Konkévni vrchol, F lezi vpravo

1.2) F lezi vlevo od ei+1 Visi
K zlistava stejné.
F: Prochazime K protisméru hodinovych ru¢icek od F dokud nenajdeme vrchol w,
takovy, Ze nasledujici vrchol lezi vpravo od viii(visiw), pak Fi,i=w jinak zlstava.
L: stejné jako v ptipadé 1.1



Obr. 1.2: Konkavni vrchol, F lezi vlevo

2) Vrchol je konvexni

2.1) L lezi na nebo vpravo od €1 Vi
Prochazime K po sméru hodinovych rucic¢ek od L dokud nenalezneme prisecik (w,) s
ei+1 Vi1, dojdeme-li az k L je K(P)=0.
Prochéazime K proti sméru hodinovych rucicek od L dokud nenalezneme prisecik (w>)
s Vi ei+1. Provedeme ofiznuti hranou w; w.

Nenalezli jsme (K je neohranicené): zjistime zda nové K je ¢€i neni ohranicené.

Pocet prisecikii ey s K

0)

F: Jako v piipadé 1.2

L: Je na konci hrany w; w;
1y

F: Fi+1=W1

L: Je na konci hrany w; w»
2)

F: Jako v piipadé 1.2
L: Je na konci hrany w; w;

Obr. 2.1: Konvexni vrchol, F lezi vpravo

2.2) L lezi vlevo od e+ Vi



K zlstava stejné.
F: stejné€ jako v pripadé 1.2
L: Je-1i K ohranicené tak jako 1.1 jinak zlstava

€

€i+1

Obr. 2.2: Konvexni vrchol, F lezi vlevo

Hodnoceni operac¢ni a pamétové slozitosti algoritmu

Jadro polygonalni oblasti miize byt zkonstruovano s priimérnou ¢asovou slozitosti O(n), a s
pamét'ovou slozitosti taktéz tadu O(n).

Nejhorsi ¢asova slozitost nastane pro instanci na obr. 6 - polygon bez jadra, kde ma dany
algoritmus ¢asovou slozitost O(N?). Za&iname ve vrcholu vy a postupné tvoiime ¢asteéné
jadro. S ptibyvajicimi vrcholy krouzime kolem jadra, a ¢asova slozitost je u kazdého vrcholu
O(N), jelikoz toto opakujeme N nasobné je celkova slozitost O(n,). Mizeme si to predstavit
jako soucet fady 1..N, cozjerovno (N. N+ 1)/ 2.



Obr. 6: Piiklad instance polygonu bez jadra, kdy ¢asova slozitost dosdhne O(N?)

Reseni snizeni ¢asové slozitosti na piijatelnou miru je ukoncit algoritmus jakmile obtece v
uhlu vétsim nez 3w kterykoliv bod ¢astecného jadra K.

Dalsi algoritmy

Competitive strategy

Algoritmus je taktéz zndmy pod ndzvem zavodni strategie. Délka cesty pro nalezeni bodu
jadra polygonalni oblasti je maximaln¢ 5.333x del$i nez nejkratsi cesta, predpoklada rozhled
360° - vyuziti v robotice.

Zobecnéni do vice prostori

Pti ptechodu do trojrozmérného prostoru je tfeba ptfimky nahradit rovinami, poloroviny
poloprostory, a najit uspofadani vSech trojihelniki (tesselace) v objektu tak, aby nésledujici
m¢él prinik s dosavadnim jadrem.
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